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Grafszorzasokkal és fedésekkel kapcsolatos szinezési problémak

Kutatdsi jelentés a Pro Progressio Alapitvdny szdmdra, 2012. szeptember 20.

A kovetkezokben egy részletes ismertetd olvashato az eddigi kutatdsi eredményeimrdl, melyben dolt

betiivel szedtem az eldz6 év munkdjdt.

A grafelmélet a matematika, ezen beliil a kombinatorika egyik fontos dga. Kozponti fogalma
a graf, mely olyan struktira, ami csiicsokbdl és az Oket Osszekotd élekbdl all. Ilyen strukturak az
élet szamos teriiletén el6fordulnak, grafokkal modellezheték pédaul szocidlis vagy kommunikécids
hélézatok, szamitasi folyamatok vagy akar a molekuldk szerkezete. A szemléltetés mellett sokszor
a felmeriilé problémak megoldasaban is nélkiilozhetetlen eszkozként szolgdlnak.

Egy graf kromatikus szama a sziikséges szinek minimadlis szdma, mellyel a graf csicsai
kiszinezhetok gy, hogy 6sszekotott csicsok kiillonbozo szint kapjanak. Ez az egyik legtobbet vizsgalt
grafparaméter. Viselkedése egyes helyzetekben ismert, masokban teljesen megértetlen. A rokon
paraméterek szama is igen nagy. Fontos alkalmazasi teriilete az titemezéselmélet. A doktori munkam
soran grafszinezésekkel kapcsolatos problémakon beliil 1ényegében két nagyobb, els6sorban elméleti
szempontbol érdekes, sokat vizsgalt témaval foglalkozom: szinezésekkel rokon grafparaméterek
kiilonboz6 grafhatvanyokra tekintett aszimptotikus vizsgalatdaval, valamint élszinezéssel kapcsolatos

fedési problémakkal.

Szamos grafparaméter esetén igaz, hogy a graf valamilyen szorzds szerinti hatvanyaiban
vizsgalva a paramétert, a kapott értékek megfelelé normalasdval kapott sorozat konvergens, a
hatarérték érdekes, 1j grafparamétert ad. Egy graf Shannon-kapacitdsa [Shannon], melynek in-
forméaciéelméleti jelentése a csatornakapacitas elméleti felsé hatdra hiba nélkiili kédolds esetén, is
ilyen médon szarmaztathaté. (A Shannon-kapacitas in. normalis hatvanyozas esetén a fiiggetlenségi
szam aszimptotikus névekedésével definidlhaté. A fliggetlenségi szam a grafban taldlhaté legnagy-
obb olyan ponthalmaz mérete, mely nem tartalmaz élet.) Ilyen kérdésekkel foglalkoznak az [1], [2],
[5] cikkek.

Egy graf Hall-hdnyadosa a csicsszama és a fliggetlenségi szama hanyadosdnak maximuma a
graf Osszes részgrafjira nézve. A fogalom bevezetését szinezési problémdak motivéaltdk [Cropper et
al]. Simonyi kiilonb6zé grafszorzésokra vizsgalta a paraméter aszimptotikus értékét, és megmutatta,
hogy normalis szorzasra a megfeleléen normalt aszimptotikus érték a graf Witsenhausen hanyadosa,
konormaélis szorzéasra pedig a graf frakcionélis kromatikus szdma [Simonyi]. Az utébbi grafparaméter
a kromatikus szam frakcionalis relaxacidjaként definidlhaté. Mig a Witsenhausen hanyados a kro-
matikus szam aszimptotikus értéke normalis szorzds esetén. (A paraméternek informacidelméleti

jelentése is van.)



Belattam, hogy lexikografikus szorzas esetén is a frakciondlis kromatikus szdm addédik a megfeleld
sorozat hatarértékeként [1], ezzel igazolva Simonyi sejtését. A direkt szorzds esetén megfogalmazott
anal6g probléma tobb szempontbdl eltér az el6zéektdl, az ezen szorzasra megfogalmazott sejtést is
sikeriilt igazolni [5].

Vizsgdltam a graf egy hasonlé paraméterét, a graf fliggetlenségi hanyadosat is, mely
a fliggetlenségi szdm és a csucsszam hanyadosaként definidlhaté. Egy kordabbi munkamban
meghataroztam ezen paraméter direkt szorzasra vett aszimptotikus értékét teljes tObbrészes
grafokra [2], ezzel megvalaszolva Brown, Nowakowski és Rall kérdését [Brown et al]l. Nem rég
pedig Alon és Lubetzky [Alon et al] kérdésére vdlaszolva, tetszdleges grif esetén is egyszerd formuldt
adtam a figgetlenségi hanyados direkt szorzdsra vett aszimptotikus értékére. Az eredménybdl rogton
adodik tébbek kozott Brown és szerzotdrsainak azon sejtése is mely szerint ez a grdfparaméter két
graf diszjunkt unidja esetén megegyezik a két grdafra kilon-kilon vett értékek maximumdval. Az
eredményekbdl készilt publikdciot kozlésre nyijtottam be [9].

Szintén grafszorzasokkal kapcsolatos kérdéseket térgyal a [3] dolgozat, melynek téméja egy
Kérner és Malvenuto altal felvetett kombinatorikai kérdés [Korner et al], tovdbba érdekessége,

hogy egy mér a 19. szdzadban is vizsgalt sorozatottal [André| kapcsolatos eredményeket is haszndl.

Az [4], [8], [6] cikkek élszinezett grafok egyszinii komponensekkel valé fedesével foglalkoznak. A
tertilet talan legismertebb megoldatlan sejtése a Ryser-sejtés (mely elszor Ryser didkja, Henderson
doktori dolgozataban szerepelt [Henderson]). A sejtés dnmagédban is vizsgalt specidlis esete szerint
a teljes graf éleit r szinnel szinezve, a graf csicshalmaza mindig lefedhet6 legfeljebb r — 1 egyszini
Osszefliggé komponenssel [Gyarfas.

Egy graf Gallai-szinezésén élek olyan szinezését értjiik, melyben nincs teljesen tarka haromszog.
(A felhasznalhaté szinek széama tetszoleges.) Osszehasonlitdsi grafokat vizsgélva Gallai Tibor
érdekes tételeket bizonyitott ezen feltételt kielégits élszinezett grafokkal kapcsolatban [Gallail, és ez
a fogalom késobb a grafelmélet szdmos mas tertiletével kapcsolatban is fontosnak bizonyult. Konnyt
latni, hogy teljes graf Gallai-szinezése esetén mindig van a grafnak egyszinl feszitd részgrafja.
Gyarfas és Sarkozy megmutatta, hogy tetszoleges graf Gallai szinezése esetén taldlhaté olyan nagy
egyszinl Osszefliggd komponens, melynek mérete aranyos a graf csucsszamaval, és ez az arany
csak a graf fliggetlenségi szaméatol fiigg [Gyérfas et al]. Gyérfassal és Simonyival ezen eredmény
altalanositasaval foglalkoztunk [4]. Igazoltuk, hogy tetszileges graf Gallai-szinezése esetén ha a graf
fliggetlenségi szama rogzitett, akkor a ponthalmaz lefedheté véges sok egyszinii komponenssel. A
kérdés vizsgalata soran egy masik, onmagaban is érdekes probléma is felmeriilt, mely iranyitott
tobbrészes grafok dominaldsi kérdésével kapcsolatos, és aminek megoldasa kulcsszerepet jatszott az
el6bbi allitas bizonyitasaban.

A kutatas folytatdsaként Gyarfassal, Fujitaval és Furuyaval bebizonyitottuk a fenti kérdés
particiondldsi megfeleljét [8]. Valamint vizsgdltuk élszinezett hipergrdafok egyszini komponensekre
valo particiondldsi problémdjdt is. Eles becslést adtunk a szikséges részek szamdra a hipergrdf

fiiggetlenségi szamanak figgvényében. Az eredményekbdl készilt dolgozat megjelent [8].



Tovabba vizsgaltuk Kirdly azon friss eredményének kiterjesztéseit is, mely a Ryser-sejtés fenti
specidlis esetének egy hipergrafokra torténé &ltaldnositdsa [Kirdly]. Megmutattuk, hogy egy r-
uniform, r flggetlenségi szdmi hipergrdf éleit tetszélegesen r szinnel szinezve mindig taldlhato két
eqyszint 0sszefliggd komponens, melyekkel a hipergrdf teljes csicshalmaza lefedhetd [10].

Gyéarfas és Lehel fogalmazta meg a kovetkezd sejtést, mely a Ryser-sejtés paros gréafokra
vonatkoz6 analdg verzidjanak tekinthetd [Gyarfas, Lehel]. Tetsz6leges teljes paros graf éleit r szinnel
szinezve, a sejtés szerint mindig talalhaté 2r — 2 egyszinii 6sszefiiggé komponens, melyek egylittesen
lefedik a graf ponthalmazat. Konnyen igazolhaté, hogy 2r — 1 egyszinii komponens mindig elég, és
adhaté olyan példa, amikor 2r — 2 komponensre sziikség van. A sejtés allitdsa r < 3-ra egyszeriien
adodik, Chen-nel, Fujita-val, Gyarfassal és Lehellel koz0s eredmény, hogy az éllitas igaz r = 4-re
és r = 5-re is [6]. Az eredményekbdl készilt dolgozatot kozlésre nyijtottuk be.

Tovabbi élszinezésekkel kapcsolatos kérdéseket vizsgalunk a [7] dolgozatban. A cikk bekiildésre
kerilt.
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